Ebene Algebraische Kurven: VL 3

Affine algebraische Kurven sind Teilmengen von C? von der Form
V(f) = {(z,y) € C*| f(z,y) = 0},

wobei f = f(X,Y) € C[X,Y].

(Wir notieren Variablen grof: X,Y und Werte klein: x,y.)

(2.4) Projektion; Schnitt mit Geraden

Die Abbildung 7 : C' — C, (z,y) — x mit C C C? ist Projektion auf x-Achse.
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Fiir c € Cist 771(c) = CNV(X —¢), wobei V(X — ¢) eine Gerade ist.
Wir schreiben f(X,Y) in der Form
FX,Y) = ag(X)Y 4 ar (X)Y 4 .+ ag(X)

mit ag(X),a1(X),...,aq(X) € C[X] und ao(X) # 0. Setzen wir X = cin f ein,
erhalten wir:

f(e,Y) = ap(c)Y*+ ... + aqc) € C[Y].
AuRerdem ist 77 1(c) = {(c,d) | f(c,d) = 0}.

Wir unterscheiden nun die Fille d = 0 und d > 0:
d = 0: Wir erhalten
f(Xa Y) - aO(X>7
also hingt die Gleichung nicht von Y ab. Auferdem erhalten wir

V(f) =A{(c,d)[ao(c) = 0},

welches eine Vereinigung von Grad(a,)-vielen vertikalen Geraden ist.




d > 0: Wir nehmen zusétzlich an, dass ag(c) # 0. Also erhalten wir die Gleichung
ap(c)Y 4 ... 4+ aq(c) =0
und somit

yd 4 al(c)YcH I aale) _ 0.

ao(c) ao(c)

Daraus folgt
I1<#CNV(X —¢) <d.

Folgerung. Jede affine algebraische Kurve enthdlt unendlich viele Punkte.
Beweis. Siehe oben. U

Beispiel: (1) X? + Y2 = 0. Diese Gleichung hat nur eine reelle Losung!

Die komplexen Losungen erhalten wir durch X? = —Y? = (4Y)?, also X = +iY.
Wir erhalten also als Faktorisierung X2 +Y? = (X 4+4Y)(X —4Y) und somit die
komplex konjugierten Geraden X +¢Y =0 und X — Y = 0.

(2) X2 — Y2 = 0. Durch Faktorisierung erhalten wir (X +Y)(X —Y) =0.

Beispiel: (1) XY —1=0.



Es ist f(c,Y) = ¢Y — 1. Fiir ¢ = 0 erhalten wir f(0,Y) = —1 und 7 !(¢) =
710) = CNV(X) =0 (vertikale Asymptote).
(2) X(X2+ Y% —1)+eY =0, 2 #0.

o

Nach Ausmultiplizieren erhalten wir XY?2 +eY +X? — X =0mit ag = X,a; = ¢
und a; = X? — X. Diese Gleichung hat 2 Losungen. Setzen wir X = 0, liefert
dies €Y = 0 und somit eine Losung, namlich Y = 0. Fiir z — 0 erhalten wir eine
Loésung — 0 und eine andere Losung — oo.

Oben hatten wir uns den Fall d > 0 mit der zusétzlichen Annahme ag(c) # 0
angeschaut. Nun werden wir den Fall d > 0 allgemein betrachten.

d > 0 (allgemein):

ap(c) #0: Grad(f(c,Y))=d>#CNV(X —¢) > 1

ap(c) =0, a1(c) #0: Grad(f(c,Y))=d—-1>#CNV(X —¢) > 1

.c;(.)(c) = ... =a,_1(c) =0,ax(c) #0: Grad(f(c,Y))=d—k>#CNV(X —¢) > 1

ap(c) =0=...=a4_1(c) =0,aq(c) #0: #C NV (X —c) =10
ap(c) =0=..=ay(c)=0: V(X —-¢c)CC

a0(X) = (X — ¢)by(X)

aa(X) = (X — ba(X)

Wir folgern f(X,Y) = (X —¢)(bo(X)Y?+...+b4(X)) und ziehen folgendes Fazit:
(a) Es existiert ein k € {0,...,d — 1}, ax(c) # 0, so dass 1 < #CNV(X —¢) < d.
(b) Fiir alle k mit ay(c) =0 gilt: V(X —¢) C C und (X — ¢)|f.

Satz. Sei L = V(l) eine Gerade, | = a + bX + cY, und C = V(f) eine affine
algebraische Kurve. Dann gilt:

(1) Ist #C' N L < oo, dann #C N L < Grad(f).
(2) Ist #C N L = oo, dann L C C und | f.

Beweis. Nach Koordinatentransformation erhalten wir L = V(X),d < Grad(f),
etc. U



Beispiel:
(1) y*—2*+32-3=0

(2) V(=522 +9xy — 8y? — 31w+ 34y — 23)U V(—122% — xy — 33y* — 10z + 4y — 12)

(3) y — sin(z) = 0 ist keine affine algebraische Kurve



(4) Zykloide

Eine affine algebraische Kurve kann keine “Geradenstiicke” enthalten.

(2.5) Resultante

Sei R ein faktorieller Ring, R[Y] der Polynomring mit Koeffizienten in R und

f=aY"+aY" '+ .. +a,
g=bY" +b Y™ 4 40,

zwei Polynome in R[Y| mit a;,b; € R und ag # 0,by # 0.

Definition. Wir nennen h gemeinsamen Faktor von f und g, falls wir f schreiben
kénnen als f = fh mit h € R[Y] und g schreiben konnen als ¢ = gh mit h ¢ R
oder Grad(h) > 1.

Definition. Die (m +n) x (m + n) Matrix

apg ai ... an, O 0 .. 0
0 ap ... ap—1 ap 0 ... 0
0 0 apg ... 0
Sylf»Q - 0 0 ap an
by b b 0 0
0 by ... by, ... 0
0 0 by .. 0
0 0 0 by b b

heiftt Sylvester-Matriz von f und g.

Definition. Die Resultante Ry, € R von f und g ist die Determinante der
Sylvester-Matrix von f und g.

Satz. Esist Ry, = 0 genau dann, wenn f und g gemeinsamen Faktor haben.



Beweis. Wir setzen

p=cY™ '+ .. +cu1 €R[Y]
q=doY" '+ .. +d, 1 €R[Y]

und berechnen
f ‘p+g-q= (aoY" + alY"_l + ) . (CoYm_l + Clym—2 + )
+ (bY™ + b Y™ ) (Y d Y L)
= (G/OCO + bOdO)Yvn+mi1 + aico + apc1 + (bldO + bodl)yn+m72 =+ ...

Die Koeffizienten von Y"*™~1=% des Polynoms f - p + ¢ - ¢, wir bezeichnen sie im
Folgenden mit e;, erhdlt man durch

agp 0 0 bo 0 0 Co €0
ap ag 0 by by O 1
o Qa1 Qo bg bl bo

an, b do
Qo bo dp_1 Ent+m—1
Also gilt:
f-p+g-q=0
genau dann, wenn
Co 0
Syl?’g : : =
dp_1 0
Das heifst es gilt:
R;y=0

genau dann, wenn
p # 0 und ¢q # 0 existieren mitf -p+g-q = 0.

Nachdem wir die nétige Vorarbeit geleistet haben, werden wir nun zunéchst die
Riickrichtung zeigen. Wir nehmen also an, dass f und g gemeinsamen Faktor
haben, also kénnen wir f und g darstellen als f = f-h und g = § - h. Daraus
folgt f-g+g- (—f) =0. Da g # 0 und f;«é(), folgt Ry4 = 0.

Fiir die Hinrichtung nehmen wir Ry, = 0 an. Dann gibt es p # 0 und ¢ # 0 mit
fp+9g-q=0,das heift f-p = —g-q mit Grad(q) < Grad(f). Da nicht alle
irreduziblen Faktoren von f in ¢ aufgehen kénnen, haben f und g gemeinsamen
Faktor. O

Satz (Lemma von Study). FEs sei f € C[X,Y] mit Grad(f) > 1 und Nullstellen-
menge V(f) = C und es sei g € C[X,Y] irreduzibel. Falls #V (g) NV (f) = oo,
dann gilt V(g) C V(f) und g| f.



Folgerung. Falls V(f) = V(f), dann besitzen f und f die gleichen irreduziblen
Faktoren.

Beweis. Fiir Grad(g) = 1 haben wir dies bereits in (2.4) gezeigt. Wir nehmen
also an, dass Grad(g) > 2. Die Nullstellenmenge V' (g) von g kann keine Gerade
enthalten!

V() N V(g)

Fiir die Resultante von f und g gilt R, € C[X,Y]. Auferdem ist

Rfvg(c) = Rf(c>Y)’g(va) )

falls ag(c) # 0,bp(c) # 0. Wir finden unendlich viele ¢ mit ag(c) # 0 und by(c) # 0
als z-Koordinaten von Schnittpunkten von V(f) und V' (g). Also ist Rf,g(c) =0
fiir unendlich viele ¢ und somit ist Ry, = 0. Folglich haben f, g gemeinsamen
Faktor. Da g irreduzibel ist, folgt g | f. O



